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요    약

스타 그래프는 노드 대칭성, 최대 고장 허용도, 계층적 분할 성질을 갖고, 하이퍼큐브보다 망 비

용이 개선된 널리 알려진 상호 연결망이다. 본 연구에서는 스타 그래프와 그의 변형된 그래프들 상

호 간의 임베딩 방법을 제안한다. 버블정렬 그래프가 팬케익 그래프와 스타 그래프에 각각 연장율 

3, 확장율 1로 임베딩 가능함을 보이고, 팬케익 그래프가 버블정렬그래프에 임베딩 하는 연장율 비

용이 O(n2)임을 보인다. 그리고 스타 그래프가 팬케익 그래프에 연장율 4, 확장율 1로 임베딩 가능

함을 보인다. 또한 스타그래프를 버블정렬 그래프에, 팬케익 그래프를 스타 그래프에 임베딩 하는 

연장율 비용이 각각 O(n)임을 보인다.
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Embedding algorithm among star graph and pancake graph, 

bubblesort graph 

Jongseok Kim†․ Hyeongok Lee††․ Sung Won Kim†††

ABSTRACT

Star graph is a well-known interconnection network to further improve the network cost of Hypercube 

and has good properties such as node symmetry, maximal fault tolerance and strongly hierarchical property. 

In this study, we will suggest embedding scheme among star graph and pancake graph, bubblesort graph, 

which are variations of star graph. We will show that bubblesort graph can be embedded into pancake and 

star graph with dilation 3, expansion 1, respectively and pancake graph can be embedded into bubblesort 

graph with dilation cost O(n2). Additionally, we will show that star graph can be embedded into pancake 

graph with dilation 4, expansion 1. Also, with dilation cost O(n) we will prove that star graph can be 

embedded into bubblesort graph and pancake graph can be embedded into star graph .
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1. 서  론

최근 반도체 기술의 발달과 높은 성능을 요구

하는 응용분야의 증대로 고성능 컴퓨터에 대한 

관심이 증대하고 있다. 고성능을 얻기 위한 방법

으로 병렬처리에 대한 필요성이 크게 증가하여 

병렬컴퓨터 대한 연구가 많이 진행되고 있다. 병

렬컴퓨터는 크게 공유 기억 장치를 갖는 다중프

로세서(multiprocessor) 시스템과 분산 기억 장치

를 사용하는 다중컴퓨터(multicomputer) 시스템으

로 분류한다. 다중컴퓨터 시스템은 각각의 프로세

서들이 자신의 기억 장치를 갖고 각 프로세서는 

상호 연결망에 의해 연결되어 있으며 프로세서간

의 통신은 상호 연결망을 통하여 메시지 전송 방

식으로 이루어진다. 다중컴퓨터에서 상호 연결망

은 전체 시스템의 성능과 시스템의 확장성에 큰 

영향을 미친다. 지금까지 널리 알려진 상호 연결

망으로 메쉬, 하이퍼큐브, 스타(star) 그래프 등이 

있다. 상호연결망을 평가하는 망 척도는 분지수

(degree), 지름(diameter), 대칭성(symmetry), 확

장성(scalability), 고장허용도(fault tolerance), 임

베딩(embedding) 등이 있다. 

  다양한 연결망 구조에서 여러 가지 문제들을 

풀기 위해 병렬 알고리즘들이 설계되었다. 이 알

고리즘들을 원래와는 다른 연결망 구조에서 실행

시킬 수 있는 방법이 있다면 이는 이미 개발된 

알고리즘을 효율적으로 사용할 수 있는 장점으로 

인해  알고리즘 분야에서 의미 있는 연구이다. 이

러한 연구방법 중 널리 사용되는 것으로 임베딩

이 있다[1][2][3][4][5][6][7]. 임베딩은 한 연결망의 

프로세서와 통신링크를 다른 연결망의 프로세서

와 통신링크들로 사상(mapping)시키는 방법을 일

컫는다.  상호 연결망의 임베딩은 어떤 그래프 G

가 다른 그래프 H에 포함 혹은 어떻게 연관되어 

있는지를 알아보기 위해 그래프들간의 관계를 분

석하기 위한 평가 척도이다. 그래프 G가 다른 그

래프 H에 적은 비용으로 임베딩 가능하다는 것은 

연결망 G에서 개발된 알고리즘을 연결망 H에서 

적은 비용으로 효율적으로 이용할 수 있다는 것

을 나타낸다.  

  본 논문에서는 스타그래프 부류로 널리 알려진 

스타(Star) 그래프[8]와 팬케익(Pancake) 그래프

[9] 그리고 버블정렬(Bubblesort) 그래프[10] 간의 

임베딩을 분석한다. 버블정렬 그래프가 팬케익 그

래프와 스타 그래프에 각각 연장율 3, 확장율 1로 

임베딩 가능함을 보이고, 팬케익 그래프가 버블정

렬그래프에 임베딩 하는 연장율 비용이 O(n2)임을 

보인다. 그리고 스타 그래프가 팬케익 그래프에 

연장율 4, 확장율 1로 임베딩 가능함을 보인다. 

또한 스타그래프를 버블정렬 그래프에, 팬케익 그

래프를 스타 그래프에 임베딩 하는 연장율 비용

이 각각 O(n)임을 보인다.

  논문구성은 다음과 같다. 2장에서 본 연구에서 

적용되는 그래프의 정의와 성질을 그래프 이론 

관점에서 알아보고 3장에서 스타 그래프와 팬케

익 그래프 그리고 버블정렬 그래프 사이의 임베

딩 방법과 연장율을 분석하고 마지막으로 결론을 

맺는다. 

2. 관련 연구 

  상호 연결망은 각 프로세서를 노드로 프로세서

들 간의 통신 채널을 에지로 나타내는 무방향 그

래프 G=(V,E)로 표현된다. 여기서 V(G)는 노드들

의 집합 즉 V(G)={0,1,2,....,N-1}이고, E(G)는 에

지의 집합으로써 V(G) 내의 임의의 두 노드 v와 

w의 쌍 (v,w)으로서 에지 (v,w)가 존재할 필요충

분 조건은 노드 v와 w 사이에 통신 채널이 존재

하는 것이다. 지금까지 제안된 상호연결망을 노드 

수를 중심으로 분류하면 n×k개 노드를 갖는 메쉬 

부류, 2n개 노드를 갖는 하이퍼큐브 부류, n!개 노

드를 갖는 스타그래프 부류로 나눌 수 있다. 스타

그래프 부류는 n개의 심볼을 이용하여 노드 표현

의 개수가 대략 n!개 이고, 분지수는 대략 n개 정

도를 갖도록 구성되었다. 이러한 스타그래프 부류

로 스타(Star) 그래프[8], 버블정렬(Bubblesort) 그

래프[10], 팬케익(Pancake) 그래프[9], 전치
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(Transposition) 그래프[11], 매크로-스타(Macro-star) 

그래프[12] 등이 제안되었다. 스타(Star)그래프는 

하이퍼큐브와 비슷한 노드 개수를 가질 때 상대

적으로 적은 노드 개수와 짧은 지름을 갖는 장점

이 있지만, 노드 개수 증가율이 급격하고 하이퍼

큐브 부류와 임베딩이 어려운 단점이 있다.  

  n-차원 스타(Star) 그래프 Sn은 n!개의 노드와 

n!(n-1)/2개의 에지로 구성된다. 각 노드의 주소는 

n개의 서로 다른 심볼의 순열로 표현될 수 있고, 

노드 v와 w의 순열에서 첫 번째 심볼과 나머지 

n-1개 심볼 중 한 개의 심볼이 교환된 순열을 갖

는 노드 v와 w 사이에 에지가 존재한다. n개의 

서로 다른 집합 <N>={1,2,..,n} 이라 하고, <N>

의 순열 S=s1s2...sn, si∈<N>이라 하면 스타그래

프 Sn은 다음과 같이 정의된다.

V(Sn)={(s1s2...si...sn)│si∈<N>, i≠j, si≠sj}

E(Sn)={(s1s2...si...sn)(sis2...s1...sn)│

(s1s2...si...sn)∈V(Sn), 2≤i≤n}

  n개의 심볼로 구성된 어떤 순열과 그 순열의 

첫 번째 자리와 i번째 자리를 바꾼 순열 사이에 

에지가 있으므로 스타그래프 Sn은 분지수가 n-1

인 정규 그래프이다(2≤i≤n). <그림 1>은 4차원 

스타그래프의 예이다. 스타 그래프 Sn은 n-1 가지

의 방법으로 n개의 노드 중복 없는 Sn-1으로 분할 

가능한 재귀적 구조를 갖고 있다. 스타그래프 Sn

의 지름은 ⌊3(N-1)/2⌋이고, 노드 대칭 및 에지 

대칭적이고 이분 그래프(bipartite graph)이고, 최

대고장 허용도 등 여러 가지 유용한 성질이 있음

이 알려졌다(단, H N= ∑
m

k= 1

1
k
)[1][8][9][13]. 스타

그래프 Sn은 해밀톤싸이클을 포함할 뿐만 아니라 

임의의 에지를 지나는 헤밀톤싸이클이 존재한다. 

또한 스타 그래프 Sn은 길이가 짝수 l인 모든 싸

이클을 포함하며, 임의의 에지를 지나는 길이 짝

수 l인 싸이클을 찾을 수 있다(6≤l≤m!). 그러나 

길이가 홀수인 싸이클은 포함하지 않고, 길이가 4

인 싸이클을 포함하지 않기 때문에 어떠한 종류

의 메쉬나 하이퍼큐브도 부그래프로 갖지 않는다. 
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<그림 1>  4 차원 스타 그래프

  팬케익(Pancake) 그래프는 Pn은 n!개의 노드와 

n!(n-1)/2개의 에지로 구성되고 노드 대칭성을 갖

는다. 각 노드 주소는 n개의 서로 다른 심볼의 순

열로 표현될 수 있고, 노드 v와 연결된 w의 비트 

스트링은 노드 v의 순열에서 두 번째 심볼부터 n

번째 심볼이 역순으로 교환된 순열을 갖는 노드 

v와 w 사이에 에지가 존재한다. n개의 서로 다른 

집합 <N>={1,2,..,n} 이라 하고, <N>의 순열 

P=p1p2...pn, pi∈<N>이라 하면 팬케익 그래프 Pn

은 다음과 같이 정의된다.

V(Pn)={(p1p2...pn)│pi∈<N>, i≠j, pi≠pj}       

E(Pn)={(p1p2...pi...pn)(pipi-1pi-2pi-3...p2p1pi+1pi+2...pn)

│(p1p2...pi...pn)∈V(Pn), 2≤i≤n}

 팬케익 그래프 Pn은 해밀튼 싸이클을 포함하지

만, 4-차원 이상의 팬케익 그래프는 길이가 홀수

인 싸이클이 존재하기 때문에 이분 그래프

(bipartite graph)가 아님이 알려져 있고, 전위합 
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문제, 정렬(sorting)과 합병(merging) 알고리즘에 

대한 연구 결과가 있다. 또한 팬케익(Pancake) 그

래프에서 지름, 방송, 병렬 라우팅과 정렬, 임베딩, 

부하균등 문제 등 다양한 성질들이 발표되었다

[9][14][15]. <그림 2>는 4차원 팬케익 그래프의 

예이다.
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<그림 2> 4 차원 팬케익 그래프

  N-차원 버블정렬(Bubblesort) 그래프 Bn은 n!

개의 노드와 n!(n-1)/2개의 에지로 구성된다. 각 

노드의 주소는 n개의 서로 다른 심볼의 순열로 

표현될 수 있고, 임의의 두 노드 v와 w의 n개 비

트 스트링에서 연속된 위치의 두개 심볼이 교환

된 순열을 갖는 노드 v와 w 사이에 에지가 존재

한다. n개의 서로 다른 심볼 집합 <N>={1,2,..,n}

이라 하고, <N>의 순열을 B=b1b2...bn, bi∈<N>

이라 할 때, 버블정렬 그래프 Bn은 다음과 같이 

정의된다.

V(Bn)={(b1b2...bn)│bi∈<n>, i≠j, bi≠bj}

E(Bn)={(b1b2...bibi+1...bn)(b1b2...bi+1bi...bn)│

(b1b2...bi...bn)∈V(Bn), 1≤i≤n-1}

  n개의 심볼로 구성된 순열 B=b1b2...bibi+1...bn에

서 연속된 위치의 두개 심볼 bi와 bi+1이 교환된 

순열 b1b2...bi+1bi...bn을 연결하는 에지를 i-차원에

지라 하고, 임의의 노드에 인접한 i-차원에지 개

수는 n-1개이므로 버블정렬 그래프 Bn의 분지수

는 n-1인 정규그래프이다. 버블정렬 그래프 Bn의 

지름(diameter)은 n(n-1)/2이고, 에지를 중심으로 

그래프를 분할 할 수 있으므로 계층적 연결망이

다. 버블정렬 그래프 Bn은 노드 대칭적이고 에지 

대칭적이며, 이분 그래프(bipartite graph)이고 해

밀톤 싸이클을 포함하고 있으며, 지금까지 많은 

다양한 성질들이 연구되고 있다[3][5][13]. <그림 

3>은 4차원 버블정렬 그래프의 예이다.
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1234

1324

1243

1423

4123

2143

2413

2431

2341

3241

3421

4321

4231

1342

1432

4132

4312

3412

3142

4213

<그림 3> 4 차원 버블정렬 그래프

3. 임베딩 분석

  그래프의 임베딩(embedding)은 어떤 그래프 G

가 다른 그래프 H 구조에 포함 혹은 어떻게 연관

되어 있는지를 알아보기 위해, 어떤 특정한 그래

프를 다른 그래프에 사상(mapping)하는 것이다. 

그래프 G의 그래프 H에 대한 임베딩 f는 다음과 

같이 정의되는 함수의 쌍(ø,ρ)을 말한다. ø는 G의 

정점 집합 V(G)를 H의 정점 집합 V(H)에 대응

시키는 함수이고, ρ는 G의 에지 e=(v,w)에서 ø(v)

와 ø(w)를 잇는 H상의 경로로 대응시키는 함수이
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다. 임베딩의 비용을 나타내는 척도는 연장율

(dilation), 밀집율(congestion), 확장율(expansion)

이 사용되고 있다. 그래프 G의 에지 e의 연장율

은 H상에서의 경로 ρ(e)의 길이를 말하고, 임베딩 

f의 연장율은 G의 모든 에지의 연장율 중 최대값

이다. 그래프 H의 에지 e'의 밀집율은 e'에 포함

되는 ρ(e)의 개수를 말하고, 임베딩 f의 밀집율은 

H의 모든 에지의 밀집율 중 최대값이다. 임베딩 f

의 확장율은 G의 정점의 개수에 대한 H의 정점

의 개수의 비를 말한다. 

<그림 4> 그래프 G1을 G2로 사상한 예제

예를 들어 <그림 4>에서 그래프 G1가 G2로 동일

한 노드 번호를 갖는 노드들로 사상되었다고 할 

때, 그래프 G1에서 노드 3과 6을 연결하는 에지는 

그래프 G2에서 에지 (3,1)과 (1,6) 또는 (3,7)과 

(7,6)으로 사상되므로 연장율은 2이다. 이때 그래

프 G1에서 노드 3과 6을 연결하는 에지가 그래프 

G2에서 에지 (3,1)과 (1,6)로 사상되었다고 가정하

자. 이 경우 임베딩의 밀집율은 그래프 G2에서 노

드 1과 3을 연결하는 에지 e를 그래프 G1의 2개

의 에지 (1,3)과 (3,7)이 경유하므로 밀집율이 2임

을 알 수 있고, 확장율은 8/7임을 알 수 있다.   

  스타그래프 Sn의 노드 S(=s1s2...si...sn)에서 심볼 

s1과 si가 교환된 순열 sis2...s1...sn을 연결하는 에지

를 i-차원에지라 하고, 차원에지 Si, 2≤i≤n로 표

현하고, 팬케익그래프 Pn의 노드 P(=p1p2...pi...pn)

에서 심볼 pi부터 첫 번째 심볼 p1까지 역순으로 

표현된 순열 pipi-1pi-2...p1pi+1...pn을 연결하는 에지

를 i-차원에지라 하고, 차원에지 Pi, 2≤i≤n로 표현

한다. 버블정렬그래프 Bn의 노드 B(=b1b2...bibi+1...bn)

에서 인접한 2개의 심벌 bi과 bi+1이 교환된 순열 

b1b2...bi+1bi...bn을 연결하는 에지를 i-차원에지라 

하고, 차원에지 Bi, 1≤i≤n-1로 표현한다. 

  스타그래프 Sn의 임의의 노드 U에서 차원에지 

Si에 인접한 노드를 V라 할 때, 노드 V는 다음과 

같이 V=Si(U)로 표현한다. 또한, 노드 U에서 스

타그래프의 차원에지 Si, Sj, Sk를 순차적으로 적

용하여 도달한 노드를 V라 할 때, 차원에지를 순

차적으로 적용한다는 것은 첫 번째 단위시간에는 

노드 U에서 차원에지 Si에 의해 인접한 노드 

Si(U)의 순열을 생성함을 의미하고, 두 번째 단위

시간에는 노드 Si(U)에서 차원에지 Sj에 인접한 

노드 Sj(Si(U))를 생성함을 의미하고, 세 번째 단

위시간에는 순열 Sj(Si(U))에서 차원에지 Sk에 인

접한 순열 Sk(Sj(Si(U)))에 도달함을 의미하고 노

드 V=Sk(Sj(Si(U)))를 의미한다. 이와 같이 노드 

U에 차원에지 Si, Sj, Sk를 순차적으로 적용하여 

도달한 노드 V=Sk(Sj(Si(U)))로 표현하고, 순열 

Sk(Sj(Si(U)))는 간단히 SkSjSi(U)로 표기한다. 노

드 U에 순차적으로 적용된 차원에지를 차원에지 

시퀜스 <Si, Sj, Sk>로 나타낸다. 위의 차원에지와 

차원에지 시퀜스는 팬케익그래프 Pn와 버블정렬

그래프 Bn에서 동일하게 적용된다.    

  본 연구에서 적용하는 임베딩의 기본 방법은 

다음과 같다. 스타그래프 Sn와 팬케익그래프 Pn 

그리고 버블정렬그래프 Bn에서 노드 사상은 동일

한 주소를 갖는 노드로 일-대-일 사상한다. 사상
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할 그래프의 인접한 두 노드 (U,V)를 연결하는 

차원에지는 사상된 그래프의 에지 정의를 이용하

여 ø(U)와 ø(V)를 연결하는 최단경로(the 

shortest path)의 차원에지 시퀜스로 나타내고, 임

베딩의 연장율은 차원에지 시퀜스의 개수로 나타

낸다.  

정리 1 버블정렬(Bubblesort) 그래프 Bn을 팬케익 

그래프 Pn에 연장비율 3, 확장비율 1에 임베딩 가

능하다.

증명 n!개의 노드를 갖는 버블정렬그래프 Bn와 

팬케익그래프 Pn의 노드는 동일한 주소를 갖는 

노들로 일대일 사상 가능하다. 두 그래프의 노드

를 사상하는 방법은 버블정렬그래프 Bn의 노드 

B(=b1b2...bi...bn)를 팬케익그래프 Pn의 노드 

P(=p1p2...pi...pn)로 사상하고, 버블정렬그래프의 노

드 B와 i-차원에지에 의해 연결된 노드 B'를 팬

케익그래프 Pn의 노드 P'로 사상한다. 임베딩의 

연장율을 분석하기 위해 버블정렬그래프의 에지

를 차원에지의 경우로 나누고, 버블정렬그래프의 

노드 B와 B'가 사상된 팬케익 그래프의 노드 P

와 P'에서 노드 P의 주소로부터 노드 P'의 주소

를 생성하기 위해 필요한 에지 개수를 통해 연장

율을 분석한다. 버블정렬그래프의 차원에지는 i에 

따라 3가지 경우로 나누어 증명한다.

경우 1. i=1 차원에지

  버블정렬그래프 Bn의 노드 B(=b1b2b3...bi...bn)와 

1-차원에지에 의해 인접한 노드 B'의 순열은 

b2b1b3...bi...bn이다. 팬케익그래프 Pn의 노드 

P(=p1p2p3...pi...pn)는 노드 P'(=p2p1p3...pi...pn)와 2-

차원에지에 의해 인접한 노드이다. 따라서 버블정

렬그래프 Bn의 노드 B와 1-차원에지에 인접한 노

드 B'는 팬케익그래프 Pn의 노드 P와 P'로 연장

율 1에 임베딩 가능하다. 

예제 1) 노드 B=1234, B'=2134일 때, P=1234, 

P'=2134이므로 연장율 1로 임베딩 가능하다.

경우 2. i=2 차원에지

  버블정렬그래프 Bn의 노드 B(=b1b2b3...bi...bn)와 

2-차원에지에 의해 인접한 노드 B'(=b1b3b2b4...bi... 

bn)이다. 팬케익그래프 Pn의 노드 P(=p1p2p3...pi...pn)

는 노드 P'(=p1p3p2p4...pi...pn)와 인접하지 않다. 팬

케익그래프의 노드 P(=p1p2p3...pi...pn)에서 노드 

P'(=p1p3p2p4...pi...pn)까지 최단경로 라우팅을 위해 

이용하는 에지 개수를 통해 연장율을 분석한다. 

노드 P(=p1p2p3...pi...pn)에서 P'까지의 라우팅을 위

한 차원에지의 시퀜스는 <P2, P3, P2>이다. 노드 

P(=p1p2p3...pi...pn)에서 차원에지 P2에 의해 인접한 

노드는 P2(P)=p2p1p3p4...pi...pn이고, 노드 P2(P)에

서 차원에지 P3에 인접한 노드는 P3P2(P)=p3p1 

p2p4...pi...pn이고, 노드 P3P2(P)에서 차원에지 P2에 

의해 인접한 노드는 P2P3P2(P)=p1p3p2p4...pi...pn이

다. 따라서 팬케익그래프의 노드 P(=p1p2p3...pi...pn)

에서 차원에지 시퀜스 <P2, P3, P2>를 적용한 노

드 P2P3P2(P)=p1p3p2p4...pi...pn는 노드 P'와 동일

한 주소를 가짐을 알 수 있으므로, 버블정렬그래

프 Bn의 노드 B(=b1b2b3...bi...bn)와 2-차원에지에 

인접한 노드 B'는 팬케익그래프에 연장율 3에 임

베딩 가능하다. 

예제 2) 노드 B=1234, B'=1324일 때, P=1234, 

P2(P)=2134, P3P2(P)=3124, P2P3P2(P)=1324이므

로 연장율 3에 임베딩 가능하다.

경우 3. i≥3 차원에지 

  버블정렬그래프 Bn의 노드 B(=b1b2b3...bi-1bibi+1 

bi+2...bn)와 i-차원에지에 의해 인접한 노드 B'의 

순열은 b1b2b3...bi-1bi+1bibi+2...bn이다. 팬케익그래프 

Pn의 노드 P(=p1p2p3...pi-1pi+1pipi+2...pn)는 노드 P' 

(=p1p2p3...pi-1pi+1pipi+2...pn)와 인접한 노드가 아니므

로 노드 P(=p1p2p3...pi-1pi+1pipi+2...pn)에서 노드 P' 

(=p1p2p3...pi-1pi+1pipi+2...pn)까지 최단경로 라우팅을 

위해 이용하는 차원에지 개수를 통해 연장율을 

분석한다. 팬케익그래프의 노드 P에서 P'까지 최

적 라우팅을 위한 차원에지 시퀜스는 <Pi+1, P2, 
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Pi+1>이고, 라우팅 과정은 다음과 같다. 노드 

P(=p1p2p3...pi-1pi+1pipi+2...pn)에서 차원에지 Pi+1에 

의해 인접한 노드 Pi+1(P)=pi+1pipi-1...p3p2p1pi+2...pn

이고, 노드 Pi+1(P)에서 차원에지 P2에 의해 인접

한 노드 P2Pi+1(P)=pipi+1pi-1...p3p2p1pi+2...pn이고, 노

드 P2Pi+1(P)에서 차원에지 Pi+1에 의해 인접한 노

드 Pi+1P2Pi+1(P)=p1p2p3...pi-1pi+1pipi+2...pn이다. 따라

서 팬케익그래프의 노드 P(=p1p2p3...pi-1pi+1pipi+2...pn)

에서 차원에지 시퀜스는 <Pi+1, P2, Pi+1>를 경유

한 노드 Pi+1P2Pi+1(P)의 순열은 노드 P'(=p1p2p3... 

pi-1pi+1pipi+2...pn)와 동일함을 알 수 있다. 결국 버

블정렬그래프 Bn의 노드 B(=b1b2b3...bi-1bibi+1bi+2... 

bn)에서 3-차원 이상의 에지에 인접한 노드 B'는 

팬케익 그래프 Pn의 노드 P에서 3개의 에지시퀜

스 <Pi+1, P2, Pi+1>을 순차적으로 적용하여 구성

한 노드 Pi+1P2Pi+1(P)로 사상되므로 연장율 3에 

임베딩 가능하다.  

예제 3) 노드 B=1234, B'=1243일 때, P=1234이

고, i=3, i+1=4이다. P4(P)=4321, P2P4(P)=3421, 

P4P2P4(P)=1243이므로 연장율 3에 임베딩 가능하

다. 

정리 2 팬케익그래프 Pn을 버블정렬그래프 Bn에 

임베딩 하는 연장율 비용이 O(n
2
)이다. 

증명 팬케익그래프 Pn의 노드 P(=p1p2p3...pi-1 

pipi+1pi+2...pn)에서 i-차원에지에 의해 인접한 노드 

P'의 순열은 pipi-1pi-2...p3p2p1pi+1...pn이다. 팬케익그

래프 Pn의 노드 P와 P'가 사상된 버블정렬그래프 

Bn의 노드 B(=b1b2b3...bi-1bibi+1bi+2...bn)와 노드 

B'(=bibi-1bi-2...b3b2b1bi+1...bn)는 서로 인접하지 않으

므로, 노드 B의 순열을 노드 B'의 순열로 변환하

는데 적용되는 차원에지의 최대 개수를 통해 연

장율을 분석한다. 팬케익그래프 Pn의 노드 

P(=p1p2p3...pi-1pipi+1pi+2...pn)에서 n-차원에지에 의

해 인접한 노드 P'(=pnpn-1pn-2...pi+1pipi-1...p3p2p1)의 

경우가 최대 연장율을 갖는 경우로서 대략 n
2
임을 

통해 임베딩 비용이 O(n
2
)임을 분석한다. 

  버블정렬그래프 Bn의 노드 B(=b1b2b3...bi-1 

bibi+1bi+2...bn)의 순열에서 노드 B'(=bibi-1bi-2...b3b2 

b1bi+1...bn)의 순열을 만드는 것은 오름차순으로 정

렬된 심벌을 갖는 노드 B(=b1b2b3...bi-1bibi+1bi+2...bn)

의 순열에서 첫 번째 심벌 b1부터 bi까지 내림차

순으로 정렬하는 것과 동일하다. 즉 노드 B의 첫 

번째 심벌 b1을 i번째 위치에 두는데 필요한 에지

시퀜스는 <1, 2, 3, ..., i-1>이므로 i-1개의 에지가 

필요하고, 노드 B의 두 번째 심벌 b2을 (i-1)번째 

위치에 두는데 필요한 에지 시퀜스는 <1, 2, 3, ..., 

i-2>이므로 i-2개의 에지가 필요하다. 위의 과정

을 일반화하였을 때, 노드 B의 순열을 노드  B'의 

순열로 변환하는데 필요한 에지의 전체 개수는 

(i-1)+(i-2)+(i-3)+...+1으로, 연장율의 합을 수식으

로 나타내면 ∑
n

i=1

i×(i+1)
2

-1=
n 2+n-2
2

이

다. 따라서 임베딩 비용이 O(n
2
)임을 알 수 있다.

정리 3 버블정렬(Bubblesort) 그래프 Bn을 스타그

래프 Sn에 연장율 3, 확장율 1에 임베딩 가능하다.

증명 버블정렬그래프 Bn의 노드 B(=b1b2b3...bi-1 

bibi+1bi+2...bn)와 i-차원에지에 의해 연결된 노드 

B'(=b1b2b3...bi-1bi+1bi...bn)를 스타그래프 Sn의 노드 

S(=s1s2s3...si-1sisi+1si+2...sn)와 노드 S'(=s1s2s3...si-1 

si+1si...sn)로 각각 사상할 때 노드 S와 S'는 서로 

인접하지 않으므로, 스타그래프 Sn의 노드 S의 순

열로부터 노드 S'의 순열로 변환할 때 까지 적용

하는 스타그래프의 에지시퀜스 개수를 통해 연장

율을 분석한다. 

  스타 그래프 Sn의 노드 S(=s1s2s3...si-1sisi+1si+2...sn) 

순열에서 노드 S'(=s1s2s3...si-1si+1si...sn)까지 라우팅

을 위한 최단 경로의 에지시퀜스는 <Si+1, Si, 

Si+1>이다. 스타그래프에서 에지시퀜스를 이용한 

라우팅 과정은 다음과 같다. 스타그래프 Sn의 노

드 S(=s1s2s3...si-1sisi+1si+2...sn)에서 차원에지 Si+1에 

의해 인접한 노드의 순열은 Si+1(S)=si+1s2s3...si-1sis1 

si+2...sn이고, 노드 Si+1(S)에서 차원에지 Si에 의해 
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인접한 노드의 순열은 SiSi+1(S)=sis2s3...si-1si+1s1si+2 

...sn이다. 노드 SiSi+1(S)에서 차원에지 Si+1에 의해 

인접한 노드의 순열은 Si+1SiSi+1(S)=s1s2s3...si-1si+1 

sisi+2...sn이므로 스타 그래프 Sn의 노드 S'와 노드

의 순열 Si+1SiSi+1(S)는 동일한 주소를 가짐을 알 

수 있고, 노드 S에서 노드 S'까지 라우팅을 위해 

필요한 차원에지 개수는 3개이다. 따라서 버블정

렬그래프 Bn의 노드 B(=b1b2b3...bi-1bibi+1bi+2...bn)와 

노드 B'(=b1b2b3...bi-1bi+1bi...bn)를 스타그래프 Sn의 

노드 S(=s1s2s3...si-1sisi+1si+2...sn)와 노드 S'(=s1s2s3... 

si-1si+1si...sn)로 각각 사상할 때 연장율은 3이다.  

예제) 노드 B=1234, B'=1243일 때, S=1234이고, 

i=3, i+1=4이다. S4(S)=4231, S3S4(S)=3241, 

S4S3S4(S)=1243이므로 연장율 3에 임베딩 가능하

다.

정리 4 스타그래프 Sn을 버블정렬(Bubblesort) 그

래프 Bn으로 임베딩하는데 연장율 비용이 O(n)이

다. 

증명 스타그래프 Sn의 노드 S(=s1s2s3...si-1sisi+1 

si+2...sn)와 i-차원에지 Si에 의해 인접한 노드 S'의 

순열은 sis2s3...si-1s1si+1si+2...sn이다(2≤i≤n). 스타 

그래프 Sn의 노드 S를 버블정렬그래프 Bn의 노드 

B(=b1b2b3...bi-1bibi+1bi+2...bn)로 사상하고 노드 S'를 

노드 B'로 사상할 때, 노드 B(=b1b2b3...bi-1bibi+1 

bi+2...bn)에서 노드 B'(=bib2b3...bi-1b1bi+1bi+2...bn)까지 

최단경로 라우팅을 위해 적용해야 할 차원에지의 

개수가 c×n임을 통해 임베딩의 연장율 비용이 

O(n)임을 보인다(c는 상수). 

  최단경로 라우팅 개요는 다음과 같다. 버블정렬

그래프 Bn의 노드 B(=b1b2b3...bi-1bibi+1bi+2...bn)에서 

먼저 첫 번째 위치에 있는 심벌 b1을 인접한 심벌

들과 계속 교환하여 i번째 위치로 이동하고, i번째 

위치에 있는 심벌 bi를 인접한 심벌들과 교환하여 

첫 번째 위치로 이동한다. 위 작업을 위해 라우팅

에 적용되는 에지시퀜스는 <B1, B2, B3, ..., Bi-2, 

Bi-1, Bi-2, ..., B2, B1>이다. 노드 B(=b1b2b3... 

bi-1bibi+1bi+2...bn)에서 에지시퀜스 <B1, B2, B3, ..., 

Bi-2, Bi-1>을 순차적으로 적용하면 심벌 b1을 인

접한 i-1개의 심벌들과 순차적으로 교환하여 심벌 

b1는 i번째에 위치되고, 그 순열은 Bi-1Bi-2... 

B2B1(B)=b2b3...bi-1bib1bi+1...bn이다. 그리고 순열 

Bi-1Bi-2...B2B1(B)=b2b3...bi-1bib1bi+1...bn에서 심벌 bi

는 (i-1)번째 위치에 있으므로, 순열 Bi-1Bi-2... 

B2B1(B)에 에지시퀜스 <Bi-2, Bi-3, ..., B2, B1>을 

순차적으로 적용하면 심벌 bi는 i-2개의 인접한 

심벌들과 교환하여 순열의 첫 번째 위치에 심벌 

bi을 위치한 순열 B1B2B3...Bi-3Bi-2(Bi-1Bi-2...B2B1(B))= 

bib2b3...bi-1b1bi+1...bn을 갖는다. 따라서 스타 그래프 

Sn의 노드 S(=s1s2s3...si-1sisi+1si+2...sn)와 i-차원에지 

Si에 의해 인접한 노드 S'의 순열 중 차원에지가 

가장 큰 값은 n-차원에지이므로, 스타 그래프 Sn

의 노드 S(=s1s2s3...si-1sisi+1si+2...sn)와 노드 S'가 사

상된 버블정렬 그래프의 노드 B(=b1b2b3...bi-1bibi+1 

bi+2...bn)에서 노드 B'까지  라우팅을 위해 적용되

는 차원에지 개수는 2n-3개이므로 연장율은 O(n)

이다(2≤i≤n). 

정리 5 n-차원 스타 그래프 Sn을 n-차원 팬케익 

그래프 Pn으로 연장율 4, 확장율 1에 임베딩 가능

하다. 

증명 스타 그래프 Sn의 노드 S(=s1s2s3...si-1sisi+1 

si+2...sn)와 i-차원에지 Si에 의해 인접한 노드 S'의 

순열은 sis2s3...si-1s1si+1si+2...sn이다(2≤i≤n). 스타 

그래프 Sn의 노드 S를 팬케익그래프 Pn의 노드 

P(=p1p2p3...pi-1pipi+1pi+2...pn)로 사상하고, 스타그래

프의 노드 S'를 팬케익그래프의 노드 P'로 사상

할 때 노드 P(=p1p2p3...pi-1pipi+1pi+2...pn)에서 노드 

P'(=pip2p3...pi-1p1pi+1pi+2...pn)까지 최단경로 라우팅

을 위해 적용해야 할 차원에지의 개수를 통해 임

베딩의 연장율을 분석한다. 

팬케익그래프 Pn의 노드 P(=p1p2p3...pi-1pipi+1pi+2... 

pn)는 노드 P'(=pip2p3...pi-1p1pi+1pi+2...pn)와 인접하

지 않으므로 노드 P의 순열에 팬케익 그래프의 
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차원에지를 순차적으로 적용하여 노드 P'까지 도

달할 수 있는 에지시퀜스를 구한다. 스타그래프의 

i-차원에지를 4가지 경우로 나누어 증명한다.

경우 1. 2≤i≤3-차원에지

  스타그래프 Sn의 노드 S(=s1s2s3...si-1sisi+1si+2...sn)

와 2-차원에지 S2에 의해 인접한 노드 S'의 순열

은 s2s1s3...si-1sisi+1si+2...sn이다. 팬케익그래프 Pn의 

노드 P(=p1p2p3...pi-1pipi+1pi+2...pn)는 노드 P'(=p2 

p1p3...pi-1pipi+1pi+2...pn)와 2-차원에지 P2에 의해 인

접하므로, 스타그래프 Sn에서 노드 S와 2-차원에

지에 의해 인접한 노드 S'는 팬케익 그래프에서 

연장율 1로 사상된다. 또한, 스타그래프 Sn의 노드 

S(=s1s2s3...si-1sisi+1si+2...sn)와 3-차원에지 S3에 의해 

인접한 노드 S'의 순열은 s3s2s1...si-1sisi+1si+2...sn이

다. 팬케익그래프 Pn의 노드 P(=p1p2p3...pi-1 

pipi+1pi+2...pn)는 노드 P'(=p2p1p3...pi-1pipi+1pi+2...pn)

와 3-차원에지 P3에 의해 인접하므로, 스타그래프 

Sn에서 노드 S와 3-차원에지에 의해 인접한 노드 

S'는 팬케익 그래프에서 연장율 1로 사상된다.

예제 1) 노드 S=123456, S'=321456일 때, 

P=123456이고, i=3이며, P'=321456이므로 연장율 

1에 임베딩 가능하다. 

경우 2. i=4-차원에지

  스타그래프 Sn의 노드 S(=s1s2s3...si-1sisi+1si+2...sn)

와 4-차원에지 S4에 의해 인접한 노드 S'의 순열

은 s4s2s3s1...si-1sisi+1si+2...sn이다. 스타그래프 Sn의 

노드 S를 팬케익그래프 Pn의 노드 P(=p1p2p3p4 

p5...pi-1pipi+1...pn)로 사상하고, 스타그래프의 노드 

S'를 팬케익그래프의 노드 P'(=p4p2p3p1p5...pi-1 

pipi+1...pn)로 사상할 때, 노드 P(=p1p2p3p4p5...pi-1 

pipi+1...pn)에서 노드 P'(=p4p2p3p1p5...pi-1pipi+1...pn)

까지 최단경로 라우팅을 위해 적용해야 할 팬케

익그래프의 차원에지 시퀜스는 <P4, P3, P2, P3>

이다. 팬케익그래프 Pn에서 위의 차원에지 시퀜스

를 순차적으로 적용하여 노드 P(=p1p2p3p4p5... 

pi-1pipi+1...pn)에서 노드 P'(=p4p2p3p1p5...pi-1pipi+1...pn)

까지 순열의 변화 과정을 살펴보자. 노드 

P(=p1p2p3p4p5...pi-1pipi+1...pn)에서 차원에지 P4에 

의해 인접한 순열은 P4(P)=p4p3p2p1p5...pi-1pipi+1... 

pn이고, 순열 P4(P)에서 차원에지 P3에 의해 인접

한 순열은 P3P4(P)=p2p3p4p1p5...pi-1pipi+1...pn이고, 

순열 P3P4(P)에서 차원에지 P2에 의해 인접한 순

열은 P2P3P4(P)=p3p2p4p1p5...pi-1pipi+1...pn이고, 순열 

P2P3P4(P)에서 차원에지 P3에 의해 인접한 순열

은 P3P2P3P4(P)=p4p2p3p1p5...pi-1pipi+1...pn이다. 팬

케익그래프 Pn의 노드 P(=p1p2p3p4p5...pi-1pipi+1... 

pn)에서 차원에지시퀜스 <P4, P3, P2, P3>를 순차

적으로 적용한 순열 P3P2P3P4(P)=p4p2p3p1p5... 

pi-1pipi+1...pn는 스타 그래프 Sn의 노드 S'와 동일

한 순열을 가지므로, 스타그래프 Sn의 노드 S와 

4-차원에지 S4에 의해 인접한 노드 S'는 팬케익

그래프에서 연장율 4에 임베딩 가능함을 알 수 

있다.

예제 2) 노드 S=123456, S'=423156일 때, 

P=123456이고, i=4이다. P4(P)=432156, P3P4(P)= 

234156, P2P3P4(P)=324156, P3P2P3P4(P)=423156

이므로 연장율 4에 임베딩 가능하다. 

경우 3. 5≤i≤(n-1)-차원에지

  스타그래프 Sn의 노드 S(=s1s2s3...si-1sisi+1si+2...sn)

와 차원에지 Si에 의해 인접한 노드 S'의 순열은 

sis2s3...si-1s1si+1si+2...sn이다. 스타그래프 Sn의 노드 

S(=s1s2s3...si-1sisi+1si+2...sn)와 노드 S'(=sis2s3...si-1s1 

si+1si+2...sn)가 팬케익그래프의 노드 P(=p1p2p3...pi-1 

pipi+1...pn)와 노드 P'(=pip2p3...pi-1p1pi+1...pn)로 각각 

사상 되었을 때, 팬케익그래프의 노드 P(=p1p2p3... 

pi-1pipi+1...pn)에서 노드 P'(=pip2p3...pi-1p1pi+1...pn)까

지 최단경로 라우팅을 위해 적용해야 할 팬케익

그래프의 차원에지 시퀜스는 <Pi-1, Pi-2, Pi-1, 

Pi>이다. 팬케익그래프 Pn에서 위의 차원에지 시

퀜스를 순차적으로 적용하여 노드 P(=p1p2p3... 

pi-1pipi+1...pn)에서 노드 P'(=pip2p3...pi-1p1pi+1...pn)까
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지 순열의 변화 과정을 살펴보자. 노드 P(=p1p2 

p3...pi-1pipi+1...pn)에서 차원에지 Pi-1에 의해 인접한 

순열은 Pi-1(P)=pi-1pi-2pi-3... p3p2p1pipi+1...pn이고, 

순열 Pi-1(P)에서 차원에지 Pi-2에 의해 인접한 순

열은 Pi-2Pi-1(P)=p2p3p4...pi-2pi-1p1pipi+1...pn이고, 순

열 Pi-2Pi-1(P)에서 차원에지 Pi-1에 의해 인접한 

순열은 Pi-1Pi-2Pi-1(P)=p1pi-1pi-2pi-3...p4p3p2pipi+1...pn

이고, 순열 Pi-1Pi-2Pi-1(P)에서 차원에지 Pi에 의

해 인접한 순열은 PiPi-1Pi-2Pi-1(P)=pip2p3p4...pi-2 

pi-1p1pi+1...pn이다. 팬케익그래프 Pn의 노드 P(=p1 

p2p3...pi-1pipi+1...pn)에서 차원에지시퀜스 <Pi-1, Pi-2, 

Pi-1, Pi>를 순차적으로 적용한 순열 PiPi-1Pi-2Pi-1 

(P)=pip2p3p4...pi-2pi-1p1pi+1...pn는 스타그래프 Sn의 

노드 S'와 동일한 순열을 가지므로, 스타그래프 

Sn의 노드 S와 i-차원에지 Si에 의해 인접한 노드 

S'는 팬케익그래프에서 연장율 4에 임베딩 가능함

을 알 수 있다(5≤i≤(n-1)).

예제 3) 노드 S=123456, S'=523416일 때, 

P=123456이고, i=5, i-1=4, i-2=3이다. P4(P)= 

432156, P3P4(P)=234156, P4P3P4(P)=143256, P5P2 

P3P4(P)=523416이므로 연장율 3에 임베딩 가능하다.

경우 4. i=n-차원 에지

  스타그래프 Sn의 노드 S(=s1s2s3...si-1sisi+1si+2...sn)

와 n-차원에지에 의해 인접한 노드 S'의 순열은 

sns2s3...si-1sisi+1si+2...s1이다. 스타그래프 Sn의 노드 

S를 팬케익그래프 Pn의 노드 P(=p1p2p3...pi-1 

pipi+1...pn)로 사상하고, 스타그래프의 노드 S'를 팬

케익그래프의 노드 P'(=pnp2p3...pi-1pipi+1...p1)로 사

상할 때 노드 P(=p1p2p3...pi-1pipi+1...pn)에서 노드 

P'(=pnp2p3...pi-1pipi+1...p1)까지 최단경로 라우팅을 

위해 적용해야 할 팬케익그래프의 차원에지 시퀜

스는 <Pn, Pn-1, Pn-2, Pn-1>이다. 팬케익그래프 

Pn의 노드 P(=p1p2p3...pi-1pipi+1...pn)에서 차원에지 

시퀜스 <Pn, Pn-1, Pn-2, Pn-1>에 의해 노드 

P'(=pnp2p3...pi-1pipi+1...p1) 순열을 생성할 수 있음

을 보인다. 노드 P(=p1p2p3...pi-1pipi+1...pn)에서 차원

에지 Pn에 의해 인접한 순열은 Pn(P)=pnpn-1...pi... 

p3p2p1이고, 순열 Pn(P)에서 차원에지 Pn-1에 의해 

인접한 순열은 Pn-1Pn(P)=p2p3...pi-1pipi+1...pnp1이고, 

순열 Pn-1Pn(P)에서 차원에지 Pn-2에 의해 인접한 

순열은 Pn-2Pn-1Pn(P)=pn-1...pi...p4p3p2pnp1이고, 순

열 Pn-2Pn-1Pn(P)에서 차원에지 Pn-1에 의해 인접

한 순열은 Pn-1Pn-2Pn-1Pn(P)=pnp2p3...pi-1pipi+1...p1

이다. 그러므로 팬케익그래프 Pn의 노드 P(=p1p2 

p3...pi-1pipi+1...pn)에서 차원에지시퀜스 <Pn, Pn-1, 

Pn-2, Pn-1>를 순차적으로 적용한 순열 Pn-1Pn-2 

Pn-1Pn(P)=pnp2p3...pi-1pipi+1...p1는 스타그래프 Sn의 

노드 S'와 동일한 순열을 가지므로, 스타그래프 

Sn의 노드 S와 n-차원에지 Sn에 의해 인접한 노

드 S'는 팬케익그래프에서 연장율 4에 임베딩 가

능함을 알 수 있다.   

예제 4) 노드 S=123456, S'=623451일 때, 

P=123456이고, n=6, n-1=5, n-2=4이다. P6(P)= 

654321, P5P6(P)=234561, P4P5P6(P)=543261, 

P5P4P5P6(P)=623451이므로 연장율 3에 임베딩 가

능하다. 

 

정리 6 팬케익그래프 Pn을 스타그래프 Sn으로 임

베딩하는 연장율 비용은 O(n)이다.

증명 팬케익그래프의 노드 P(=p1p2p3...pi-1pipi+1...pn)

와 i-차원에지에 의해 인접한 노드 P'(=pipi-1pi-2... 

p3p2p1...pn)가 스타그래프 Sn의 노드 S(=s1s2s3...si-1 

sisi+1...sn)와 노드 S'(=sisi-1si-2...s3s2s1...sn)로 각각 

사상 되었을 때, 스타그래프 노드 S(=s1s2s3...si-1 

sisi+1...sn)에서 노드 S'(=sisi-1si-2...s3s2s1...sn)까지 최

단경로 라우팅을 위해 적용할 차원에지의 개수를 

통해 연장율이 O(n)임을 보이도록 한다. 

  본 증명에서는 연장율이 최대를 갖는 경우로서 

팬케익그래프의 노드 P(=p1p2p3...pi-1pipi+1...pn)와 

n-차원에지에 의해 인접한 노드 P'(=pnpn-1pn-2... 

pi...p3p2p1)가 스타그래프 노드 S와 노드 S'로 사

상된 경우를 통해 연장율이 최대값을 가짐을 증

명한다. 스타그래프로 사상된 노드 S'  순열은 
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snsn-1sn-2...si...s3s2s1으로서 노드 S(=s1s2s3...si-1sisi+1... 

sn)를 구성하는 순열의 심벌이 오름차순인데 비해 

노드 S'의 순열은 심벌이 내림차순으로 정렬되어 

있음을 알 수 있다. 결국 스타그래프의 노드 

S(=s1s2s3...si-1sisi+1...sn)에서 노드 S'로의 순열을 변

경하는 문제는 노드 S에서 노드 S'로 최단 경로 

라우팅에 사용되는 에지의 개수를 구하는 문제와 

같다. 따라서 스타그래프 Sn의 임의의 두 노드간

에 라우팅을 위한 값은 지름과 동일한 값을 갖게 

되므로 연장율은 


    이므로, 임베딩 연

장율 비용은 O(n)이다. 

4. 결  론

  본 논문에서는 스타그래프 부류로 널리 알려진 

스타(Star) 그래프와 팬케익(Pancake) 그래프 그

리고 버블정렬(Bubblesort) 그래프간의 임베딩을 

보이고, 각 그래프 사이의 임베딩 비용을 분석했

다. 버블정렬 그래프가 팬케익 그래프와 스타 그

래프에 각각 연장율 3, 확장율 1로 임베딩 가능함

을 보였고, 팬케익 그래프가 버블정렬그래프에 임

베딩 하는 연장율 비용이 O(n2)임을 보였다. 그리

고 스타 그래프가 팬케익 그래프에 연장율 4, 확

장율 1로 임베딩 가능함을 증명했다. 또한 스타그

래프를 버블정렬 그래프에, 팬케익 그래프를 스타 

그래프에 임베딩 하는 연장율 비용이 각각 O(n)

임을 보였다.

  이러한 결과는 버블 정렬 그래프에서 개발된 

여러 가지 알고리즘을 팬케익 그래프와 스타 그

래프에서 효율적으로 이용할 수 있음을 의미하고, 

스타 그래프에서 개발된 여러 가지 알고리즘을 

팬케익 그래프에서 효율적으로 이용할 수 있음을 

의미한다. 또한 본 논문의 결과는 스타 그래프와 

버블 정렬, 팬케익 그래프의 여러 가지 성질을 분

석하는데 유용한 연구 자료로 사용될 것이다.
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